UNE GÉNÉRALISATION DE L'ALGÈBRE DE HECKE GRADUÉE DE 

TYPE B 



CHARLOTTE DEZELEE 



RÉSUMÉ. On étudie une algèbre "proche" d'une algèbre de Hecke graduée et réalisable dans l'al- 
gèbre de Cherednik rationnelle de type B. On introduit pour cette algèbre des modules de la série 
principale et l'on démontre un critère d'irréductibilité de ces modules. On en déduit des résultats 
similaires pour une algèbre associée à un système de racines de type D. 

For a root System of type B we study an algebra similar to a graded Hecke algebra, isomorphic 
to a subalgebra of the rational Cherednik algebra. We introduce principal séries modules over it 
and prove an irreducibility criterion for thèse modules. We deduce similar results for an algebra 
associated to a root System of type D. 



0. Introduction 

Soit W — > GL(oJ) la représentation « naturelle » d'un groupe de Weyl VF et iî C oj^ le système 
de racines associé. On peut attacher à cette donnée plusieurs familles de C-algèbres. Nous nous 
intéressons ici à deux d'entre elles : 

- L'algèbre de Cherednik rationnelle T~i{k), (cf. [2, 3] pour une définition précise). Elle dépend 
d'une fonction de multiplicités VF-invariante A; : iî — > C et elle est engendrée par a* = C^RaJ, 
W et des opérateurs de Dunkl Ty{k) pour y € a (le dual de a*). 

- L'algèbre de Hecke graduée M{k) ; cette algèbre dépend elle aussi d'une multiplicité k et est 
engendrée par les éléments de a et W , soumis à certaines relations de commutation, voir [5, 6, 7]. 

Les représentations de dimension finie de EI(A:) ont été étudiées dans, par exemple, [5, 7] et celles 
de rL{k) dans [1, 2]. 

Il a été remarqué par plusieurs auteurs, e.g. [3, 4], que lorsque R est de type A^-i on peut réaliser 
H(/j) dans TL^k) de la façon suivante. On fixe une base (orthonormée) {ei, . . . , e„} de a^, de base 
duale {zi, . . . , Zn} ; alors la sous-algèbre de Tlik) engendrée par W et les ZiTe^{k), 1 < i < n, est 
isomorphe à Il{k). Cette algèbre, que nous noterons B, existant pour tous les types de systèmes 
de racines il est naturel de l'étudier et d'examiner les liens qui peuvent exister avec les algèbres de 
Hecke graduées (ou leurs généralisations). 

On se propose ici d'étudier les représentations de l'algèbre B pour un système de racines de 
type Bn, dont les occurrences sont déjà nombreuses. S. Kakei a par exemple introduit une famille 
commutative -Di,...,L>„ d'éléments de H{k) qui avec W engendrent B. Dans la première partie 
nous introduisons (par générateurs et relations) une algèbre M.B{k) dont nous calculons le centre et 
montrons qu'elle est isomorphe à B. Il faut noter qu'ici la fonction k définie sur R est à valeurs dans 
l'algèbre du sous-groupe T de VF engendré par les réflexions associées aux racines courtes. 
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L'étude des représentations de dimension finie des algèbres de Hecke graduées repose en grande 
partie sur celle des modules de la série principale, notés M{X). Ils jouent le rôle des modules de 
Verma pour une algèbre de Lie semi-simple et ils sont paramétrés par les formes linéaires A £ a*. 
Ainsi, tout EI(A;)-module irréductible est quotient d'un M(A). Nous montrons que pour Msik) une 
étude similaire est possible : on définit au § 2 des modules M(7 (g) fj,) indexés par les caractères 
7 (8i de 5(a) (g) CT, c'est à dire par 7 G a* et un caractère fj, de T. Après avoir détaillé difi'érentes 
propriétés de ces modules (poids, dual, etc.) nous montrons au § 3 comment leur structure peut 
se ramener à celle des modules de la série principale sur une algèbre de Hecke graduée associée à 
un système de racines de type Ai-i x An-i-i défini par // (cf. Propositions 3.8 et 3.10) et nous en 
déduisons un critère d'irréductibilité pour M(7 (g) //) (cf. Théorème 3.11). L'étude de MB{k) utilise 
fortement l'existence d'un théorème de Poincaré-Birkhoiï-Witt (PBW) pour cette algèbre ; nous 
obtenons ce résultat grâce au théorème de PBW qui existe dans 'H{k), cf. [3]. 

Pour un système de racines de type Dn une étude de l'algèbre D montre qu'elle possède des 
propriétés (presque) analogues à celles de MB{k). Cette étude repose sur l'inclusion d'un système 
de racines de type dans un sytème de type Bn et des résultats obtenus précédemment pour ce 
cas. C'est l'objet de la dernière section (cf., en particulier, le Théorème 4.9). 

1. Notations et préliminaires 

Soit Wb un groupe de Weyl de type Bn réalisé comme groupe de réfiexions dans un espace 
vectoriel réel V de dimension n et Rb le système de racines correspondant à cette donnée. On note 
V* le dual de F, < . , . > le crochet de dualité, et V^, Vc les complexifiés respectifs. L'action de 
Wb s'étend naturellement en une action par automorphismes sur les algèbres symétriques S{Vc) et 
<S'(V^). Si a G Rb, on désigne par Sq la réfiexion associée et G V* la coracine. 

On fixe une base orthonormée {ei, €2, .., e„} de V formée de racines courtes. On choisit Sb = 
{ei — ej+i, 1 < i < n — 1 ; e^} comme ensemble de racines simples de sorte que iî^ = {ej ± Cj, 1 < 
i < j < n ; ek,! < k < n} est l'ensemble des racines positives déterminé par ce choix. 

Pour tous 1 < i,j < n on pose aij = — ej. Soit Ra le sous-ensemble de Rb constitué des 
icKjj') 1 < ï < i < ?ï ; c'est un système de racines de type An^i. On note Wa le sous-groupe de 
Wb associé. Sa = Ra r\ Sb = {ai = — e-i+i, 1 < f < n — 1} l'ensemble des racines simples et £ la 
longueur sur Wa définie par Sa- L'action par permutation de Wa sur la base ei,..,e„ définit une 
action sur {1, ..,n} en posant w * i = j si w{ei) = ej, ce qui permet d'identifier Wa avec le groupe 
symétrique &„■ 

L'algèbre du groupe Wb est désignée par CWb = C{tu),w G Wb)- On écrira U = tg^., ^ <i <n, 
Sp,q = Sa^^^, l<p<q<n. 

Soit T le sous-groupe (normal abélien) de Wb engendré par les «e^, 1 < i < ra. On a donc 
T ~ {±1}" et Wb = T x Wa- Si désigne le groupe des caractères de T on identifie CT^ au dual 
(CT)*, en étendant un élément de en une forme linéaire sur CT. Le groupe Wa opère sur par 
la formule "'/Li(a;) = ji{w~^xw) pour tous w G WaiIJ- ^ iX G T. On notera Wa{ij) le stabilisateur 
de /i G pour cette action. 

On rappelle que tout caractère de l'algèbre S'(Vc) est déterminé par un élément de et que 
l'action de G Wa sur 7 G est définie par "'7(C) = l{w'^{C,)) pour tout Q G Vc. 

1.1. Algèbre de Hecke graduée. Soit R d V mi système de racines de base S, de groupe de 
Weyl W . Une multiplicité sur R est une fonction VF-invariante c : R ^ C On peut lui associer une 
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algèbre de Hecke graduée M.gr{c, S) définie de la manière suivante. L'algèbre Hg^(c, S) est engendrée 
par les éléments C £ ^ et t^, it; G W^, soumis aux relations : 

- C(C €V)c^ S{Vc), C{t^,w eW)c^CW; 

- ts^C = Sa{Otsc+ < SaiC) > Ca pOUr tOUt Q; G 5. 

Cette algèbre vérifie un théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt 

(PBWO) Mgric, S) ~ S{Vc) CW 

comme espace vectoriel, ou 5'(Vc)-module (cf. [6]). 

Pour tout caractère 7 : ^(Vc) — ^ C, défini par 7 G V^, on note Cv^ la représentation de dimen- 
sion 1 correspondante et l'on construit un module induit, appelé module de la série principale. 

On sait qu'alors M(7) = ©^g^K Ctu, <8) v^y et l'on dispose d'un critère d'irréductibilité pour ce 
module (cf. [5]). On se propose de généraliser cette notion, et le critère d'irréductibilité, à une 
nouvelle algèbre associée à un système de racines de type B. 

1.2. Une généralisation de l'algèbre de Hecke graduée. On reprend les notations précédentes 

relatives à un système de racines de type Bn. Soit k = (k, k^) : Rb C une multiplicité de valeur 
k ^ Q sur les racines longues et kc sur les racines courtes. Généralisons la notion de multiplicité en 
définissant dans ce cadre une fonction k : Ra — CT en posant : 

^Oij — k{l -\- titj) 

pour tous 1 < i ^ j < n. Il résulte de wtitjW~^ = tw*itw*j, pour w G Wa, que 

^iu(a) = wkaW~^ pour tous W G Wa, oi G Ra- 

Donc k est VF^-équivariante. Soit alors Hs = Hs(/s) l'algèbre engendrée par les éléments C, & V , 
tuj G Wb soumis aux relations : 

(a) C(C G y) ~ S{Vc), C{t^,w G Wb) ^ CWb ; 

(b) twC = Ci'w pour tous w £ T, ( £ V ; 

(c) ts^C = Sa{C)tso,+ < a^,SaiC) > K pour tout a G Sa- 
Observons qu'en prenant C, = ej et Sa = Sa^ dans (c) on obtient : 

(1-1) ^Sa-Cj = ^Sai*j'tsai~ < l^j > ^ai- 

Remarquons également que Mb est engendrée par les et les Ej et que, grâce à (1.1), tout élément 
de est combinaison linéaire de monômes de la forme ■ ■ ■ ei^tw 

1.3. PBW. Soit Or un R-espace vectoriel euclidien de dimension n, Rb C aj^ un système de racines 
de type Bn, = C (^m. ûm, 'P = S{a*), S = S{a). Rappelons qu'à la multiplicité k : Rb ^ C on peut 
associer une algèbre de Cherednik rationnelle notée Ti.B{k), Ti.(k) ou H, dont une réalisation dans 
EndcT' est fournie, via les opérateurs de Dunkl, de la façon suivante (cf. [2, 3]). Si u; G Wb on note 
ici tw G AutV l'automorphisme associé et pour tout y G a on pose 

Ty = Ty{k) = T^{k) =dy + \Y. ^-^^r^(l - 

aeRB 

Alors, Ti. est la sous-algèbre de Endc('P) engendrée par les tw^w G Wb, x G a* et les Ty, y G a. Ces 
générateurs vérifient les relations suivantes : 
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(1) [Ty,x] = {y,x) + lJ2aeRB ^'^ <y,Oi>< > ts„ ; 

(2) twxtyj-i = w{x) ; 

twTytyj-l = Tyjf^yy 

Il résulte de [3, Theorem 1.3] que l'on a un théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt dans Tï : 

Théorème 1.1 (PBWl). Le V-module Ti est isomorphe à "P (8> <S CWb- 

Nous allons montrer que Mb se réalise comme une sous-algèbre de H à l'aide d'opérateurs in- 
troduits par S. Kakei dans [4]. On fixe une base orthonormée {ei,...,e„} de Or, de base duale 
{zi, . . . , Zn}. Soit Hb la sous-algèbre de H engendrée par les ZjTg. , j = 1, . . . ,n, et les t^, w G Wb- 
On pose : 

l<i<j 

(Les Dj sont les opérateurs D? définis en [4, § 2.3].) Il est clair que 

OB = C{Di,...,Dn;t^,weWB). 

On vérifie facilement que les Dj sont linérairement indépendants et que l'on a les relations suivantes 
dans Ti : 

(1) D,D, = DjDi ■ 

(2) Djti = UDj ; 

(3) ts^^Dj = Ds^^^jts^- < a{,tj > ka^. 

On pose V = ©j=i ^Dj ; comme les Dj commutent, la C-algèbre qu'ils engendrent est un quotient 
de S{Vç). Elle est en fait égale à SÇV^), comme le montre le résultat suivant : 

Lemme 1.2 (PBW2). Le C-espace vectoriel Hb est isomorphe à SÇV^) Ç^CWb- 

Démonstration. Si j = (ji,..., jn) G on posera \ j\ = jiH hjn, = • • • z^n , = Tll ■■■Ti^ 

et Dj = Di^ ■ ■ ■ -Dn"- Il résulte des relations ci-dessus que tout élément de peut s'écrire 

pour des A^^^ G C ; il s'agit de voir que cette écriture est unique. Supposons P = 0. Il existe alors un 
couple {j,w) tel que Xj^yj 7^ et |j| = m maximal pour cette propriété. La définition des Dp et les 
relations de commutation dans H. entraînent que si \p\ = d, D^ = z^T^ + Q avec Q G VS^-iCWb, 
où l'on a posé Sd-i = 0|î|<<i-iCT\ On obtient ainsi P = ^\j\=m,weWB ^j^'^^^'^^^'^ + ^ ^^'^^ 
R G TSm-iCWB- Le Théorème 1.1 implique alors que Xj^u, = pour tout \j\ = m, ce qui contredit 
l'hypothèse. □ 

Théorème 1.3 (PBW3). L'application $ : Mb ^ Db définie par 

$(ej) = Dj, ^{tyj) = tyj, pour j = 1, . . . ,n et w E Wb, 

est un isomorphisme d'algèbres. En particulier, Mb est isomorphe à <S'(Vc) (8) CWb comme SÇVc)- 
module. 

Démonstration. La définition par générateurs et relations de Mb = C(ei, . . . , ; tyj, w G Wb) et 
les relations précédentes dans Db montrent que $ définit un morphisme surjectif d'algèbres. Le 
Lemme 1.2 assure que $ est injectif. La deuxième assertion est alors évidente. □ 
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1.4. Relations de commutation dans H^. Précisons les relations de commutation dans Mb- 
Rappelons que l'ensemble d'inversion de G Wa est R{w~^) = {a G R\ : w~^{a) G R^} et que 
i{saw) < l(w) pour tout a G R{w~^). 

Lemme 1.4. Pour tous E V et w E Wa, on a : 

twC = w{C)tw+ ^ <a^,w{C)>katscW='w{C)tw+ ^ < ,w{C) > ts^wkyj-^a)- 
aG-R{«)-l) aeiï(«)-l) 

En particulier, pour 1 < p < q < n : 

P+l<i<'7 P+l<j<9 

Démonstration. La multiplicité k étant W^-équivariante et commutant aux éléments de V, la pre- 
mière formule se démontre comme celle de [7, Proposition 1.1(1)] dans une algèbre de Hecke graduée. 
La seconde résulte de R{Sp^^) = R{sp^g) = {aj,<j, ap,i ■P<j<q, p+l<i<q}- □ 

Définissons des « opérateurs de différences divisées » Aj G EndSÇVc) par 

Aj{p) = k{p-Sa^{p))/aj 

pourpG S{Vc) et j G {1, n—1}. Rappelons que dans Hg^ (A;, 5a) onaAj(p) = ts^^p—Saj{p)ts„. ■ 
On généralise donc ces opérateurs en définissant, pour tout j G {1, ... ,n — 1}, Aj : S{Vc) — > 
par 

OÙ ici le calcul s'effectue dans Mb- 

Lemme 1.5. Soit p G S{Vc), alors pour tout j G {1, . . . ,n — 1}, on a : 

Démonstration. Démontrons le résultat par récurrence sur le degré de p. Pour p de degré 1, il 
provient directement des relations (c), § 1.2, dans Mb- Supposons qu'il soit vrai pour pi,p2 G -^(Vc) 
et montrons le pour le produit piP2- On a : 

Âj(piP2) = ts^.Pm - Saj{pi)Saj{p2)ts^. 

= (ts^^Pl - Saj iPl)ts^^ )P2 + Saj ipi)Àj{p2) 

= Àj(pi)p2 + Saj{pi)Àj{p2) 

= Aj(pi)p2(l +ijij+l) + Sa^{pi)Aj{p2){l +tjtj+i), 

car les éléments de T et <S'(Vc) commutent. Il suffit alors pour conclure de remarquer que Aj{pi)p2 + 

Sa,{Pl)Aj{p2) = Aj{piP2). □ 

Rappelons que 7^ 0. De (PBW3) il résulte donc que 

Aj{p) = ^ Aj{p) = Q ^ sajip) =p. 

Ainsi l'intersection des noyaux (dans S{Vc)) des Aj, j = 1, . . . ,n, est l'algèbre S{Vc)^^ des éléments 
Wyi-invariants de S{Vc). 
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1.5. Centre de Mb. Rappelons que tout clément tx, x E T, est de la forme tj = • ■ -Uj pour un 

multi-indice i = {1 < ii < • • • < î,- < n} de longueur j G {0, . . . ,n}. Remarquons que le groupe 
Wa opère dans CT par conjugaison et que est conjugué (par cette action) à t^' si et seulement si 
|i| = Pour chaque j £ {1, ..,n}, on pose : 

\i\=J 

Il est alors facile de voir que l'algèbre d'invariants (CT)^-* est égale à C['!?i, . . . = 0"=o '^^j- 

Lemme 1.6. Le centralisateur {c € Mb ■ [c,V] = 0} de V dans Mb est la sous-algèbre (commuta- 
tive) S{Vc)®CT. 

Démonstration. Soit ^ c E Mb ; par (PBW3) on peut écrire de manière unique c sous la forme 
^weWA,xeTPw,xtwtx pour despw,x £ 'S'(Vc) non tous nuls. Posons C = {{w,x) G WaxT : p^^x 0} 
et notons m = max{£{w) : 3x G T, {w,x) G C}. Si ^ G y il vient, en utilisant le Lemme 1.4, 

= J2{w,x)eCPwi^w^ ~ C'tw)tx 

= 12{w,x)eC,e{w)=mPw{'^{0 ~ O^wtx + '^{w',x')eWAXT,e{w')<m Iw' ,x'tw'tx' 

avec qw',x' £ S{Vc). Par conséquent (PBW3) assure que si c est dans le centralisateur de V et {w, x) G 
C vérifie £{w) = m, alors w{^) = Ç pour tout ^, i.e. w = id. Donc m = et c G >S'(Vc) <^ CT. □ 

Rappelons que le centre d'une algèbre de Hecke graduée Mgr{c,S) comme en 1.1 est S{Vc)^ ■ 
Pour le centre, Z{Mb), est donné par le théorème suivant. 

Théorème 1.7. On a Z{Mb) = S{Vc)^^ (CT)^^ = ®]=o S{Vc)^^'àj. 

Démonstration. Observons que c G Z{Mb) si et seulement si [c,V] = [c,T] = [is„.,c] = pour j = 
1, . . . , n — 1. Par le Lemme 1.6, ceci équivaut à c G S{Vc) C?» CT et [tg^^ , c] = pour j = 1, . . . ,n — l. 
Écrivons c = "^xeTPx^x avec px G 5'(Vc). Avec les notations de 1.4 on trouve que 

[ts.,,c]=j:t.^^pxtx-j:pxts.^ts^^xs.^ 

X X 

= ^{sajiPx) - Psc.^xsa.j)tsc,.tx + ^^jiPx)tx- 

X X 

On déduit donc de (PBW3) que [isa^oc] = si, et seulement si, Aj{px) = et Sajipx) = Ps^jxsaj 
pour tous X G T, 1 < j < n — 1. Par la remarque suivant le Lemme 1.5 ces conditions équivalent à 
Px G S{Vc)^^ et Px = Pwxw-^ pour tout x G T, ce qui compte tenu de la définition des s'écrit 
aussi c = Yl,"j=QPj'^j avec pj G S'(Vc)^^. □ 

1.6. Automorphismes et anti-automorphismes de H^. Soit R une C-algèbre. On note iî-Mod, 
resp. Mod-iî, la catégorie des iî-modules à gauche, resp. droite. La sous-catégorie de iî-Mod formée 
des modules de dimension finie est désignée par iî-mod. Le treillis, ordonné par inclusion, des sous- 
modules de M G iî-Mod sera noté Cr{M) et la longueur de M par Ig^(M). Soit S une autre 
C-algèbre et G S'-Mod ; on écrira Cr{M) = Cs{N) pour signifier qu'il existe un isomorphisme 
de C-espaces vectoriels / : M — > A^ tel que X i— > /(AT) induise un isomorphisme entre les treillis 
ordonnés Cr{M) et Cs{N). Tout M G iî-mod est de longueur finie et on peut lui associer la suite 
Sr{M) = {[Si{M)]}i<i<t des classes d'isomorphisme des sous-quotients simples de M, comptés sans 
multiplicité. Il est clair que si Cr{M) = Csi^), une suite de composition de M est transformée par 
/ en une suite de composition de N et les [f{Si{M))] sont donc les éléments de la suite Ss{N). 
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Rappelons que si M E R-Mod et x G Autc(-R), on peut définir un module G iî-Mod 
de la façon suivante : = M comme C-espace vectoriel, muni de l'action a . u = >({a).u pour 
a & R,u & M. Notons que cette torsion par x laisse stable iî-mod et conserve la longueur. Rappelons 
aussi qu'un anti-automorphisme C-linéaire i de R fournit un isomorphisme entre iî-Mod et Mod-iî : 
on fait de M G iî-Mod un iî-module à droite en posant M*^ = M comme C-espace vectoriel, muni 
de la structure de iî-module à droite définie par u.a = i{a).u. L'existence de i permet de munir le 
dual M* = Homc(M, C) d'une structure de iî-module à gauche par la formule 

< a.f, u> = < f, L{a).u >, 

pour tous a E R, f E M*,u G M. Si de plus i est involutif et M G i?-mod l'application bijective 
canonique cm ■ M — >■ M** est alors un isomorphisme de iî-modules et l'on a Ig^(M) = lg^(M*). 

Donnons des exemples dans l'algèbre pour lesquels on peut eflî'ectuer les constructions précé- 
dentes. Observons qu'un élément de GL(E[b) définit un (anti)-automorphisme si, et seulement si, il 
préserve les relations (a), (b) et (c) introduites en 1.2. 

(1) Chaque w G Wb définit un automorphisme intérieur de M.b donné par Int(u;) : a ^ twatyj-i ; le 
module tordu par l'action de lnt{w) sera noté '^M. 

(2) Le déterminant dans GL{V) définit le caractère sgn : Wb {il} par sgn{w) = det{w). En 
particulier, sgn fournit un élément de et pour G T"^ on pose — = sgn(g)/i G ; ce caractère 
est déterminé par {—fj,)(tj) = —fj,{tj) pour tout j = 1, . . . ,n. L'application S : x sgn{x)tx, x ET, 
induit un automorphisme de CT tel que ô(titj) = titj pour tous On obtient un automorphisme 
de en étendant S comme suit : 

pour tous ^ EV,x ET,w E Wa- 

(3) On vérifie facilement que les formules ci-dessous donnent un anti-automorphisme involutif l 
de Mb : 

l'iO = t-itw) = sgn{w)tyj-i, 

pour tous ^ G F, iv G Wb- 

Il résulte en particulier de (3) que Ms-Mod ~ Mod-BlB et M^-mod ~ mod-HB. 

2. Modules de la série principale 

On va définir pour Mb, de même que pour une algèbre de Hecke graduée, les modules de la série 
principale pour lesquels on démontrera dans la section suivante un critère d'irréductibilité. 

2.L Poids des Hs-modules de dimension finie. Un morphisme d'algèbres 7 : S{Vc)'SiCT C 
est uniquement déterminé par une forme linéaire 'y E et un caractère fx G ; nous le noterons 
'y ® On a donc (7 ® ^i){y ®t) = 'y{v)fi{t), pour v G Vc, t G CT. On désigne par .4 = {7 (8> : 7 G 

V^, H G T^} l'ensemble des caractères de S{Vc) CT. 

Soient M un H^-module de dimension finie et j> G ^. Les sous-espaces poids et sous-espaces 
poids généralisés de M associés à D sont respectivement : 

Mi^ = {m E M :\/a eVc® CT, a.m = ù{a)m} 

et 

Mf " = {mE M ■.yaEVc(S)CT,3kE N, (a - P(a))^.m = 0}. 
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On dira que v est un poids de M si M?^" ^ (ce qui équivaut à Mî, ^ 0). Comme -S'(Vc) ® CT est 
une sous-algèbre commutative de H^, on a : 

M = 0Mf". 

i>eA 

2.2. Modules de la série principale. Pour tout ^ = j ® fi £ A on notera "'7 = "'7 (g) '^/j, l'action 
diagonale de w £ Wa et on désigne par Cv;y le ^(Vc) <^ CT-module de dimension 1 défini par : 
a.vx/ = 'y{a)v;y pour tout a G S{Vc) <S) CT. Le H^-module de la série principale M(7) associé à 7 est 
le module induit de Cv^ à : 

M(7) = Mb <^s{v^)®ct Cw^. 

Ce module admet clairement pour base {t^ <Si Vj : w & Wa}, que l'on peut ordonner de façon 
compatible à la longueur dans Wa- D'après les formules de commutation dans Mb, pour tous Ç.V, 
X eT et w £ Wa, il vient : 

Comme f.{saw) < £{w) pour tout a G R{w^^) les éléments de Fc©CT sont simultanément trigo- 
naliscs dans la base {ty,, (g) Vj : w G Wa}, et les poids de M{^) sont les {"'7 : w G Wa}- 

La propriété suivante montre que l'étude des H^-modules simples se ramène à l'étude des modules 
de la série principale sur Mb- 

Proposition 2.1. Soit M un MB-module irréductible et 7 un poids de M . Alors M est un quotient 
de M(7). En particulier, un Ms-module simple est de dimension au plus \Wa\- 

Démonstration- Soit miy G My \ {0} ; alors Cmiy est un S{Vc) 'Si CT-module irréductible isomorphe 
à Cv;y. Comme l'induction est le foncteur adjoint de la restriction, il existe un unique morphisme de 
Hg-modules de M (7) dans M envoyant 1 S sur m^- Puisque M est irréductible ce morphisme 
est surjectif et M est un quotient de M (7). □ 

Rappelons que l'on peut munir le dual de M G H^-mod d'une structure de Hs-module grâce 
à l'anti-automorphisme et que l'on peut « tordre » M par ô, cf. 1.6. Nous désignerons par wç, 
l'élément de plus grande longueur de Wa- Pour tout 7 = 7®//G^on pose 

7* = (-«'o^) (-». 

Proposition 2.2. Soit 7 = 7 (g) /x G v4. Alors : 

^(7) ~ M(7 ® {-n)), M(7)* ~ M(7*). 

Tout Mb -module irréductible est un sous-module d'un module de la série principale. 

Démonstration. Il est clair que ^M{'y) est engendré par 1 (g) v^. De plus, ô{^).l (g f ^ = Ç.l S Vj = 
7(^).l(8)i;-y et ô{tx)-liSiVj = sgn.{x)tx-'\-®v^ = sgn(x)/x(a;).l(8)i;-y = (— /x)(a;).l(8)t;-y, pour ^ G V,x G T. 
La propriété universelle de M(7 (g) (— /u)) fournit alors une surjection M(7 (g) (— /x)) —>■ ^M{'y), qui 
est un isomorphisme (puisque ces modules sont de même dimension). 
Pour tout w G Wa, notons fw,^ G M(7)* la forme linéaire définie par 

^ f . „ Jsgn(u;) si u = w; 

[0 sinon. 
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On a donc M(7)* = ^^j^yy^ C/^^^j. et un calcul facile montre que tg.fw,^ = fgw.^- pour tout g G Wa- 
Il en découle que M(7)* = H^./^q^^. Si l'on montre que /«,o,-y est de poids 7*, on obtiendra une 
surjection Af(7*) ^ M(7)* qui donnera l'isomorphisme voulu. 

Soient ^ G y, w € Wa ; observons que le Lemme 1.4 implique — = — 7(ii'~^(0)-^if ® ^7 + 
S«ew^A,^(«)<^(«') ® '^T' ^"^^^ G C. On a donc < ^.fwo,j,tw <^ Vj >= sauf si w = wq, auquel 
cas on trouve -'yiwoiO) sgn{wo) = -'"'^{(,) sgn{wo). Par conséquent C-fw„,^- = -"""liOfwfuj- 

Soit maintenant x £ T. On a < tx-fwo,^-,tw ® "^7 > = < /«,o,7) sgn(a;)tx-^«) ® >. Mais de 
sg'D.{x)tx-tw ® Vj = sgn{x)tyj (8" {tyu-ixw''^^) = sgn(a;)^(t(;~^xî/;).iîj, î;;y = —'^ix{x).tw (8) ^7 on tire 
que < tx-fwo,jjiw <8) 'y-y > est nul sauf pour w = wq, auquel cas on obtient — ""'/i(x) sgn(it;o). Donc 

La dernière assertion résulte du résultat précédent, de la Proposition 2.1, et des propriétés 
générales sur la dualité rappelées en 1.6. □ 

Proposition 2.3. Soient 'y = ^ <Si /j, E A et w G Wa- Il existe un isomorphisme de M-B-modules 

M(7) ^ "'M(7), tg^V^y^ tyjg (g) . 

Démonstration. Considérons l'élément (8) Vj de "'M (7). Puisque tyj-iy_ .tw 'Si v^y = tu®V!y pour 
tout u G Wa, cet l'élément engendre le HB-module "'M(7). Rappelons (cf. Lemme 1.4) que pour 
tout 77 G Vc on a 

Int(u;)(r7) = w{ri) + ^ < ot^ ,w{ri) > katg^, 

a6iï(«;-i) 

OU encore 

a6iî(«;-i) 

Si C G Vc il vient donc, dans "^(7), 

D'autre part si x G T on a : . (8 f 7 = tu>^,x ® ''7 = fJ'{x)tw 8) f-y. Ainsi 8) f 7 G ^M{^) est de 
poids 7. La propriété universelle de M('y) fournit un morphisme surjectif de ^(7) sur le Hs-module 
M.B-tiu'^v^ = "'M (7), déterminé par l<Siv^y 1-^ tw^^v^y ; par conséquent tg®v^ ^ tg.ty,®v^ = t^g^v^y 
pour tout g G Wa- Comme dimM(7) = dim "71^(7) ce morphisme est bijectif. □ 

Soient M.gr{c) = M.gr{c,S) une algèbre de Hecke graduée comme au § 1.1 et M(A) le Mgric)- 
module de la série principale associé à A G V^. Pour tout w E W on peut tordre M(A) par 
Int(îi;) G Autc(Hg.r(c)) et obtenir le module "'M(A). Avec ces notations, une preuve identique à celle 
de la proposition précédente donne : 

Proposition 2.4. Soient A G et w G W. Il existe un isomorphisme de Mgr (c) -modules 

M(A)^"'M(A), tg ® VX ^ ty,g S VX- 
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Remarque 2.5. Rappelons [5, Proposition 2.8] que si le M.gr{c)-module M{X) est simple, il en est de 
même de M{^\) pour tout w G W. Si A, 7 G sont quelconques, l'existence d'un isomorpliisme 
M(A) ~ M(7) force 7 G W.X = {^X : w G W} (car 7 est alors un poids de M(A)). Par conséquent 
sous l'hypothèse M(A) simple, la condition M(A) c± M(7) est équivalente à 7 G W.X. 

3. Critère d'irréductibilité 

3.1. Notations. Pour tout D <E A on désignera par ijj : Mb End Af(z/) la représentation dans 
M{D). S'il n'y a pas risque d'ambiguïté, l'action de a G Mb sur v G M(P) sera simplement notée 
a.v = ip{a){v). Soit w G ; rappelons que Wyi(ci7) est le stabilisateur de w dans Wa- On notera 
]Hl5(îï7) la sous-algèbre de Mb engendrée par V, W^(ro) et T. 

On fixe un caractère 7 = 7(8)/xG^etun système de représentants {wi = id,W2, -.jWs} de 
Wa/Wa{ij,). 

Remarque 3.1. Les caractères ^^fi, j = 1, . . . , s sont deux à deux distincts. Par un argument classique 
il en découle que les formes linéaires ""^/i G (CT)* sont linéairement indépendantes. On peut ainsi 
trouver des éléments yi € T, i = 1, . . . , s, tels que la matrice ["'■'A*(ij/J]i<i,j<s est inversible. 

Pour tout j G {1, on définit un sous-espace vectoriel de M{^) par : 
Observons que 

^1(7)= © Cty,^v^, Ej{^) = t^..E^{^). 

On a M(7) = ©j=i-E'j(7) et cette décomposition est la décomposition isotypique du T-module 
M(7) : le groupe T opère sur Ej{'y) par le caractère "'^/x. 

Soit i G {1, . . . , n} et _7i < J2 < ••• < ji, ji+i < • • • < Jn la partition de {l,..,n} telle que 
fj,{tjj = 1 pour s G {1, . . . , î} et fJ,{tjJ = —1 pour s £ {i + 1, . . . , n}. Soit a G la permutation 
telle que a * jp = p pour p G {l,..,n}. Observons que pour p < q, (J^^{ap^q) = dj^.jq G R'^ si 
et seulement si jp > jq, ce qui implique l<p<i<q<n. Donc iî((7^^) est contenu dans 
{ctp^q : l<p<i<q<n}. Par conséquent 

(3.1) R{a) = -a-\R{a-')) C {a,-,j^ : 1 < p < i < g < n}. 

On pose 

m = V- 

Alors, WAilJ'i) est le groupe de Weyl W{Ri) associé au système de racines Ri de type Ai-i x An-i-i, 
de base Si = {ai, . . . , Oj-i, «i+i, . . . , a„_i}. Donc W^(/x) = aWA{fJ'i)(T~^ = WA{cr{Ri)) admet pour 
base de racines simples 

On notera la longueur sur Wa(a*) associée à £'(//). 

10 



3.2. Restriction à -^1(7). Rappelons (voir 1.6) que si M G Ms-mod et w E Wa, est le 
Hg-module tordu par l'action de Int(w). 

Proposition 3.2. Soit w G Wa- On suppose que n{ka) = pour tout a G R{w~^). Alors l'appli- 
cation (f) : Mi^ 7) donnée par 4>{tg (8) v^-i.) = (8) Vj pour tout g G Wa, est un 
isomorphisme de Mb -modules. 

Démonstration. Comme l'espace vectoriel M{^) = ""M (7) admet pour base {tg (S^vx^, = t.^-ig.^ . (1 
v^,g G W}, le vecteur 1 ® engendre "'M (7). Dans ^M{^) le groupe T agit sur 1 v;y par le 
caractère ^ ; de plus, pour tout ( il vient en utilisant le Lemme 1.4 : 

puisque À;».! u;y = /x(fca).l (g) t';y = pour tout a G iî(u>~^). Donc 1 (81 w-y est de poids ^7 dans 
"'M (7). Par la propriété universelle de l'induction, il existe un unique He-morphisme surjectif (f) de 
M("'"7) dans ^(7), qui envoie 1 (8> u^-i- sur 1 (8) v-y. Ces deux modules étant de dimension \Wa\, 
(f) est bijectif. Enfin, pour tout g G Wa on a 

(l){tg (g) -y^-l-) = (t){tg.{l (8> -y,,,-!;^)) = tg . Ç!)(l (g) î^^-l-) = t^gyj-l.{l (g) V^) = t^g^-1 (g 

ce qui démontre la proposition. □ 

Corollaire 3.3. (1) On a ii(ka) = pour tout a G -R(ct) et l'application (p : M('^7) — >■ ^-^(7) 
donnée par 4>{tg <g> '""^y) = tc-^ga ® "^7; po«r tout g G VFa, esi un isomorphisme de M-B-modules. 
(2) // existe un isomorphisme 

"(f) : Mf7) ^ M(7) 

ie/ que '^(p{tg (g) î;o-;y) = tga <g f-y. 

Démonstration. (1) Par (3.1) on sait que toute racine a G -R(o") s'écrit ajg,jp avec l<p<z<g<n. 
Par conséquent nika) = 1 + t^{tjp)lJ'{tjq) = 0. Il suffit donc d'appliquer la proposition précédente à 

w = a^^ . 

(2) La Proposition 2.3 fournit un isomorphisme de " M{'y) sur M('y) qui envoie tu®v^ sur t^u'^Vj ; 
en le composant avec (f) on obtient l'isomorphisme ^ç!) voulu. □ 

Le (2) du Corollaire 3.3 montre que l'étude du module M{^) est équivalente à celle de M^^j). Nous 
verrons que -£'1(7) hérite d'une structure de ElB(/x)-module déterminant celle de M{'j) (cf. Propo- 
sition 3.10) ; il est donc naturel de comparer les modules -£'1(7) et EiC^^), ce que nous ferons au 
Théorème 3.5. 

Observons que, puisque Wa{^I^) = aWA{lJ^)o'~^ , l'application (p du Corollaire 3.3 donne un iso- 
morphisme d'espaces vectoriels 

0:Ei(-7)^Ei(7). 

Lemme 3.4. La restriction de tp à ]HIb(;u) munit Ei{j) d'une structure de MB{fJ.)-module. 

Démonstration. L'espace £^1(7) est évidemment stable sous l'action de T et de Wa{iJ'). Il reste donc 
à montrer qu'il est stable sous l'action de V ; puisque les éléments de F et T commutent dans Mb, 
ceci résulte du fait que -^1(7) est la composante isotypique de type jj. du T-module M{^). Afin 
d'expliquer le rôle que va jouer l'algèbre de Hecke graduée Mgr{fJ,i) au § 3.3 nous donnons ci-dessous 
une autre preuve de ce fait. 
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Soient ( £ V, w G Wa{ij-), et montrons par récurrence sur i^{w) que (^.tw (8> G -^1(7). En 
choisissant une décomposition réduite de w dans Wa^j-) on peut écrire w = Sj^j^^.^u avec l G 
{1, ...,n} \ {i} et -u G Wa^J^) tel que ifiiu) < i^{w). Par définition des entiers jj- on a, pour 
tout j G {ji + - 1}, n{tj) = -l^{tj,) = -iijtj^^^). Donc = l^ikjj^^J = et 

~ Comme A'(A;„-i(j)^„-i(j)) = '^^{kij) = lJ-{kij) et que î;;y est de poids fj,, le Lemme 1.4 
appliqué à Sp^g = Sjiji_^_^ fournit : 

(.ty, ^Vj = tsp,q-(sp,ç(C)-*w <^ ^7) - 2A; < Op^ç, C>tu0 v^. 
Par récurrence on a Sp^q{Q.ty, (g) 'y;y G -^1(7), d'où Çtyj (8> 'y;y G -^1(7). □ 

En appliquant le Lemme 3.4 avec '^7 à la place de 7, on obtient que -EiC^7) hérite naturellement 
(via ip) d'une structure de ]HlB(^/x)-module. Nous allons maintenant transporter cette structure à 
-El (7) grâce à l'isomorphisme (d'espaces vectoriels) (f) obtenu ci-dessus. 

Théorème 3.5. (1) // existe un morphisme d'algèbres 

piHsO) ^End£:i(7) 

défini par p{$) = il){a~^{^)), p{tw) = ip{t„-iyj„), pour ^ £ V , w G T >i WAi'^l^), qui donne une 
structure de M.b(^Ij) -module sur l'espace vectoriel £^1(7). Pour cette structure, notée E^[j), on a un 
isomorphisme de MbC^h) -modules 

donné par cp{tg (8) v<T;y) = t„-ig„ v^, pour tout g G WaC^p)- 

(2) Un sous-espace N C -^1(7) est un sous-Wisip) -module si et seulement si c'est un sous-MbC^h)- 
module de E^{^). 

Démonstration. (1) Nous allons montrer que le morphisme p cherché n'est autre que Tp o Int(cT~^) 
restreint à Mb{'^p)- Observons tout d'abord que, par définition, ■ip{lnt{a^^){t-u^,)) = V'(^o— itoo-) ^ 
End£Ji(7) pour tout w e T x W^CT^)- H suffit donc de vérifier que tp{Int{a^^){^)) = ip{a~^{£,)) 
sur -El (7) pour tout ^ E V. Pour ce faire, calculons ip{Int{a~^){^)) = 'tp{t'^^^ta-) sur un élément 
V G -£'1(7). Comme dans la preuve de la Proposition 3.2 on obtient : 

t-\t,.v = (a-\0 + E < """.^"'(O > tsjaj.v = a-\0.v 

aeR{a) 

puisque ka-v = fj,{ka)-v = pour tout a G R{cr) par le Corollaire 3.3 (on rappelle que CT opère par 
p sur El (7)). 

Il est clair que ip est la bijection linéaire 4> '■ Ei^^j) ^1(7) précédente. Il reste alors à vérifier 
que (pia.y) = p{a){4>{y)) pour tous a G M.B{'^p),y G Ei(°7). Mais, par le Corollaire 3.3, on a 
0(a.y) = a . 4>{y) = 'i/'(Int(cr-^)(a))(y) = p{a){y). 

(2) Observons que A'' est un sous-EIs(;[i)-module de ^1(7) si, et seulement si, {^.N C N, twN C N} 
pour tous ^ G y, ï/; G r X Wa{p)- Ceci équivaut à {a^^{^).N C N, t^-i(^^.^^-iy.N c N}. Compte 
tenu de (1), cette condition s'écrit encore CI N, p{t,^i;i){N) c A^} pour tous ^ € V, 

w' e T yi WaC^p) (puisque T x WaC^p) = cr{T xi WAip))cr'^^), ce qui signifie que N est un sous- 
ElB(V)-module de E^f (7). □ 

Corollaire 3.6. On adopte les notations de 1.6 et du Théorème 3.5. Alors : 

>Chs(/.)(Ei(7)) = £hM'^m)(^i("7))' IgH^M) ^iC^) = IgHM"^/.) El ('^7). 
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Démonstration. Par le (2) du Théorème 3.5 on sait que C^g(^^^{Ei{j)) = £]g^(<T^)(i?f (7)), et par le 
(1) du même théorème on obtient >CHg(<r^-)(£^i('^7)) = >CHg(a^)(£'f (7)). D'où le corollaire. □ 

3.3. Cas /i = /Ltj. On suppose dans cette section que î' G «4 est de la forme î^® fJ-i- On note Mgr{fJ,i) 
l'algèbre de Hecke graduée associée au système de racines Ri de y et à la multiplicité c = 2k. Pour 
ly G Vjî, Mi{iy) désignera le module de la série principale sur Mgr{iJ,i) associé à u (noté M(i/) en 1.1). 

Soit / = Ker(/Hî) l'idéal de CT engendré par les x — iii{x), x € T. Comme les éléments de V 
commutent à ceux de T, l'idéal à gauche Hs(/Xj)/ est bilatère ; on peut donc définir l'algèbre quotient 

= MBim) 0CT (CT//) = MBi^i^)/MB{|M)I. 

Le groupe VFa(^î) étant engendré par les réflexions simples Sap, cep € Si, il résulte de (1.1) et de 
(PBW3) que Msini) = S{Vc) ® CWA{l^i) O CT. Puisque CT/J est un T-module de dimension 1 
(de caractère Hi), on a un isomorphisme de 5'(Vc)-modules EIs(Atj) 2± S{Vc) (8) CVF^(/Xj). 

Remarquons que pour tout j ^ i on a fit{tj) = iJ,i{tj+i), donc fJ^i{kj) = 2k. Les relations de 
définition de appliquées aux aj G Si fournissent alors dans Msini) : 

*.a,C = Sa,(C)i.„, -2A;<aJ,C>, 

pour tout C EV. Ces relations coïncident avec celles définissant l'algèbre de Hecke graduée EIg^(/ij). 
On en déduit un morphisme surjectif d'algèbres 

F : Mgrifii) ^ MBifii) 

défini par F{C) = ( {raod M.B{ni)I) et F(i^) = {mod Mb (l^i)!) pour ( e V, w e WA{Hi). 
Puisque Mgr{fJ,i) et M-Bini) sont isomorphes à S{Vc) i^CWAi/J'i) comme <S'(Vc)-modules, F est un 

isomorphisme. 

Observons que pour tout û = u ij,i G A, T opère sur le ]HlB(//i)-module Ei{i>) par le caractère 
Hi, donc Ei{ù) peut être considéré comme un ElB(/iî)"™odule. 

Lemme 3.7. L'application f : Mi{v) Ei{D) définie par f{tw®Vi,) = tw®Vî, est un isomorphisme 

qui entrelace, via F, les actions de Mgr{iJ,i) et MBifii) . 

Dém.on.ntration. Grâce à l'isomorphisme F, Ei{D) hérite d'une structure de Hgr(^î)-iiiodule pour 
laquelle il est engendré par le vecteur 1 (^vc, qui est de poids v sous l'action de SiVc)- La propriété 
universelle de Mi{y) assure donc l'existence et la surjectivité de l'opérateur d'entrelacement /. 
Comme Ei(y) et Mi{y) sont de dimension |Wyi(/ii)|, / est bijective. □ 

On peut ainsi identifier le M.gj.{iii)-moàvle Mi{u) et le EIs(/ij)-module Ei{p), il en résulte en 
particulier que : 

(3.2) £h,.(m,)(^^M) = 'CeB{^.)(^i(^))' lgH,.(;.,) Mi{v) = lge^(^^) Ei{v). 

3.4. Critère d'irréductibilité. Rappelons que a est tel que '^ji = jii. Donc en appliquant (3.2) à 
V = '^^ = ® lii ei en utilisant le Corollaire 3.6 on obtient : 

Proposition 3.8. Mêmes notations. On a 

>Ch5(m)(^i(7)) = /:H,.(^,)(Mi(-7)), IgH^M) £^1(7) = lgH,.(M,) Mii^l)- 

En particulier, Ei{'j) est un M.B{fJ') -module simple si et seulement si Mj(°7) est un Mgr{ni) -module 
simple. 
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Rappelons que Sii{M) désigne la suite des sous-quotients simples d'un M G i?-mod, cf. 1.6, et 
que par [5, Proposition2.8(c)] : 

pour tout X G Wa(/Xî). 

Corollaire 3.9. Soit w G Wa- Alors : 

- il existe une bijection f : <S]Hg(ju)(-E'i(7)) — ^ <Sh^(w^)(£^i("'7)) telle que dim/(y) = dimy pour 
tout Y G 5es(^)(£i(7)); 

- £'1(7) est un MB{fi)-module simple si et seulement si Ei('"'y) est un Mb {^/J-) -module simple. 

Démonstration. Il existe ç G Wa tel que '^'^n = m et l'on peut écrire çw = xa pour un a; G 
WAip^). Par la Proposition 3.8 on sait que /:h^(^)(£i(7)) ^ C^^^^i,.)iMi{^j)) et C^^^^i^^iEii'^j)) ^ 
>Ce_^^(^.)(Mj(''"'7)), l'existence de / découle donc du rappel précédent. La deuxième assertion est 
alors évidente. □ 

Nous allons maintenant montrer que les treillis ordonnés Cmg{M{^)) et >Ch^(^)(E'i(7)) sont iso- 
morphes. Remarquons tout d'abord que (PBW3) et CWAin) <8) CT® S{Vc) C IIb{h) impliquent 

s s 

Mb = CWa CT ® S{Vc) = (0 t^.CWAil^)) ® CT ® S{Vc) C ^ ty^MBifi). 

D'où : 

s 

(3.3) MB = ^ty,MB{li). 

Proposition 3.10. Le module M{j) s'identifie à Mb^Ub(ij,) ^li'î) ■ applications Y Ms'SiMBifj,) 
Y et X X n £1(7) sont des bijections réciproques de >C]}j^(^)(£i(7)) sur >Chs(M(7)). On a en 
particulier : 

lgHB^(7)=lgHB(/.)^l(7)- 

Démonstration. Soit Y un sous-]HIs(/x)-module de -£1(7). Puisque M{'y) = i^j^— £1(7), l'équa- 
tion (3.3) entraîne que le sous-module de M(7) engendré par Y est (comme sous-espace vectoriel) 
égal à 

s s s 

Mb.Y = ^ty,.MB{fi).Y = ^tyjj.Y = ^t^..Y. 
j=i j=i j=i 

Il en résulte que l'application surjective canonique 

TT : Mb (S)mB(ti) ^ -» Mb-Y, 7r(a (g) y) = a.y, 

est un isomorphisme. En effet, supposons u = Yl^=i o-l^'^l ^ Ker vr. Écrivons ai = Yl,]=i iwjCijl avec 
aji G Mb{h). Il vient n{u) = Y^j^i^w^aji-Ui = J2j=iiwj-{Y^f=iaji.ui) = avec Ylf=i(^ji-ui e Y- 
Donc Yl^=i o-ji-ui = pour tout j et 

Nous pouvons ainsi identifier Mb <8)Hs(/i) Y et Mb-Y. Le foncteur Y — > Mb <8)Hs(//) Y fournit donc 
une application injective (qui préserve les inclusions) de £h^(^)(£'i(7)) dans £hb(-^(7))- Pour 
démontrer la proposition il nous reste à voir que tout sous-module X de M^j) est de la forme 
Hb '^MbIh) ^ -£i(7))- Soit X & X, que l'on écrit x = '}2j=itwj-Xj avec Xj G £1(7) pour tout j. 
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Par la Remarque 3.1 il existe des yi Çl T tels que la matrice ['"^M(^î/i)]î,i est inversible. Puisque T 

opère sur t^u^.Xj par le caractère '"^/lx, en appliquant les ty^ à x on obtient que ty;_..Xj G CT.x C X 
pour tout j. Il en résulte que Xj G XnEi{^) et donc X = ©j=i • (-^ H £^1 (7) ) , comme voulu. □ 

Observons que la proposition précédente assure que M{^/) est simple si et seulement si £^1(7) l'est. 
Nous pouvons maintenant en déduire un critère d'irréductibilité pour les modules M (-y). Rappelons 
que 7 = 7(8i/LtG>Aet que a G Wa est a été introduit en 3.1 de sorte que /ij = 'T*. Comme dans [5, 
Theorem 2.10] on pose pour tout v EV^ : 

p.(i/) = {a G R+ : v{a) = ±2k}. 

Théorème 3.11. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) M(7) est un MB-module simple; 

(ii) M(^^f) est un M-B-module simple pour tout w G Wa ; 

(iii) Pii'^j) = 0. 

Démonstration. Par [5, Theorem 2.10] on sait que le IHIjr(^j)-module Mi{"'y) est simple si et seule- 
ment si Pi{^'y) = 0. Le théorème découle donc de la combinaison de la Proposition 3.8, du Corol- 
laire 3.9 et de la Proposition 3.10 (appliquée à 7 et ""7). □ 

4. Application à un système de racines de type D„ 

On définit dans cette section une sous-algèbre Mu de Mb dont l'étude des représentations se 
déduit du travail précédent. Elle peut se réaliser dans l'algèbre de Cherednik rationnelle de type 
Dn : cette sous-algèbre est isomorphe à l'algèbre B de l'introduction pour un système de racines de 
type Dn- 

4.1. L'algèbre Ho. Rappelons que le système de racines Rb contient le système de racines Rd 
suivant, de type D„ et de base Sd = {c^i = Cj — e^+i, 1 < i < n — 1; en-i + en} : 

Rd = {i^î =t : 1 < z, _7 < n} D = {ei ± ej : 1 < i < j < n}. 

Le groupe de Weyl Wd associé est égal à U >] Wa, où U est le sous-groupe de T engendré par les 
Sei^ei+i pour 1 < i < n — 1. Observons que, puisque A; 7^ 0, on a CU = C[ka^ : 1 < i < n — 1]. 
Rappelons que l'automorphisme ô envoie t-i sur — ; on a donc aussi CU = {CTY = {a eCT : 
ô{a) = a}. (Dans toute la suite on notera ( Y l'espace des 5-invariants.) 
On pose 

Hz? = efj = {ft, G : ô{h) = h}. 
Comme Mb = S'(Fc) CWa CT (par (PBW3)) et que ô est l'identité sur S{Vc) et CWa on a 
(PBW4) Md = S{Vc) ® CWa O CU. 

D'autre part les relations (a), (b), (c) et l'équation (1.1) du § 1.2 montrent que 
Md = C{CeV;we Wd) = G V; ts^^ , i = 1, . . . , n - 1). 
Le calcul du centre de Hd résulte de celui de Z{M.b) fait au § 1.5, dont on adopte les notations. 

Théorème 4.1. On a : ZiMo) = S{Vc)^^ {CU)^^ = S{Vc)^^'&2i. 
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Démonstration. Observons tout d'abord que S{'âj) = (— donc 

Soit c G Z(]H[£)), c'est à dire c G Md et [c, V] = [ts^_ , c] = pour i = 1, . . . , n — 1. Par le Lemme 1.6 la 
condition [c, F] = équivaut à c G (S'(Vc)(8'CT)^ = 5'(Vc)'S)C[/. La preuve du Théorème 1.7 montre 
alors que c G ^(Hi^) si et seulement si c G Z(Hs)* = (0^^^ S{Vc)^^'djY = ©Ho 5(Vc)'^''^î?2i- □ 

4.2. Réalisation dans l'algèbre de Cherednik. Rappelons (Théorème 1.3) l'existence de l'iso- 
morphisme $ : Mb tel que <5(ej) = Dj = et ^{w) = w pour w G Ws. Par restriction $ 
induit donc un isomorphisme de H/) sur la sous-algèbre 

BD = C{Df,...,D^;weWD) = C{D^,...,D^;weWA). 

On peut ainsi réaliser Dd comme sous-algèbre de l'algèbre de Cherednik HB{k) de type i?„, où 
k = {k,k() comme au § 1.3. Notons que les relations de définition de IHIij ne font intervenir la 
multiplicité k que par sa valeur k sur les racines longues. Ceci permet de réaliser BI^ comme 
sous-algèbre de l'algèbre de Cherednik rationnelle Hd(A;) de type Dn. En effet, choisissons pour 
multiplicité = (^,0) (i.e. k nulle sur les racines courtes). L'opérateur de Dunkl T.^(ko), pour 
y G a, est alors 

Ty^{k)=d, + lEaeRn^i^-tsJ, 

qui est égal à l'opérateur de Dunkl défini par y pour le type D„. L'algèbre de Cherednik TCoik) 
étant engendrée, dans End(rS'(o*), par les Ty{k), y G a, .x G o* et t^,, w G Wd, s'identifie donc à 
une sous-algèbre de 'Hsiko). Il est clair que l'image ^(IH^)) de l'isomorphisme précédent est alors 
contenue dans TCnik) et coïncide avec la sous-algèbre B définie dans l'introduction. 

4.3. Modules de la série principale. Notons /j, i-^ file morphisme (surjectif) de restriction entre 
les groupes de caractères T"^ et U'^ . Les antécédents de /ï G f/^ sont donc /v, et —fi = sgn(8)^. On 
désigne par VFa(m) = {w & Wa -^11 = 11} le stabilisateur de jl dans Wa- Remarquons que ^jl = '^ji 
pour tout w ÇlW ei que Wa{ij) C WAiJj)- On définit deux sous-algèbres de Hd par 

EIz)(/i) = C{V, WAiïi), U) D MD(ji) = C{V, WaIp), U). 

Observons que le noyau 7 du caractère p, engendre un idéal bilatère de et que l'on peut ainsi 

définir les algèbres quotients 

Hd(/x) =Hij(/x)/HD(/i)/, l^ = Hz)(/x)/Hi3(Ai)/. 

Fixons n G et a G Wa tel que 'T^ = ^-i comme au § 3.1. On a donc WOl(/^î) = cWa(/x)(j~^ et 
Wa{P-i) = crWA{ji)(y~^ ■ Rappelons que WAip^i) est le groupe de Weyl associé au système de racines 
Ri de type Ai_i x de base Si = {ai, ... , aj-i, a^+i, . . . , a„_i}. 

Lemme 4.2. (1) On a Wa{p) Wa{P) si et seulement si n = 2m et = /i^. Dans ce cas 

WAiUrn) = WAijJ'rn) XI (^o) OÙ wq est l'élément le plus long de Wa- 

(2) L'application F : Mgr{fii) M.£){fii) définie par F{Q = ( (mod lHl£)(//j)ï) et F{tyj) = 
(mod 1HI£)(/Xi)/) pour C, , w ^ IVaImO ^si un isomorphisme d'algèbres. On a en particulier : 
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Démonstration. (1) On a vu que 7^ Wa^J-) équivaut à Wyi(/^i) 7^ IVaI/^i)- Soit w G ^^^(/ij) \ 

c'est à dire = -fH. De ""fJ-iitj) = Hi{t^-i^j) = -fj(fj) pour tout j on tire que J2j l-^ii^j) = 
X^j l^i{tw-^*j) — ~ Tlfj l^ii^j) 6t donc /J'iitj) = 0. Cette condition signifie clairement que n = 2m 
et i = m. Inversement si cette condition est vérifiée l'élément wq, qui envoie tj sur tn+i-j, vérifie 
'^fJ-m = -jJ'm et par conséquent wo G WA^Um) \ VKA(Atm)- L'égalité WAil^m) = WA(/im) xi {m) est 
alors triviale. 

(2) On procède comme au § 3.3. On observe que le groupe est engendré par les réflexions 

simples s^p, G Si, et que par (PBW4) il en résulte El£)(/^j) = ^(Vc) (8) CWA{lJ-i) <8) CC/. Puisque 
CU/I est de dimension 1 on a un isomorphisme de 5(Vc)-modules H£)(//j) ~ >S'(Vc) CM^^(/Lti). 
D'autre part, les relations de définition de Md appliquées aux aj G Si étant les mêmes que celles 
définissant H^rl/Ui), l'application F est bien définie et est un isomorphisme. Le dernier isomorphisme 
a été vu au § 3.3. □ 

Notons A = {"f <^ : 'j E Vi^, PG C/^} l'ensemble des morphismes d'algèbres de S{Vc) CU vers 
C. Un élément w G Wa opère sur A par ^"(7 (g) p) = "^7 (8> "'î^. Pour un Hu-module de dimension finie 
M on définit de même qu'au § 2.1 les sous-espaces poids et sous-espaces poids généralisés associés 
à un élément de A. Comme S{Vc) (8) CU est une sous-algèbre commutative de Mn, M est somme 
directe de ses sous-espaces poids généralisés. 

Fixons 7 = 7(8'/ïG^et définissons maintenant le H^j-module de la série principale A'' (7) associé. 
Si Cv^ est le ^(Vc) (8) CC/-module de dimension 1 défini par 7, on induit ce module à EI^ : 

Ce module admet pour base {t^ : w & Wa}, ordonnée comme précédemment. Dans cette base 
les éléments de Vc © CU admettent une matrice triangulaire supérieure et les poids de A''(7) sont 
donc les ""7, w G Wa}- On notera encore : Md — > Endc -^(7) la représentation définie par N{j). 

L'étude des Ho-modules simples se ramène à l'étude des Ho-modules de la série principale car 
on montre de même que pour Mb ■ 

Proposition 4.3. Soit M un MD-module simple et ^ E A un poids de M. Alors M est quotient de 
N{^). En particulier tout Md -module simple est de dimension au plus \Wa\- 

Posons 7 = 7 (8 A* G ,4. Similairement à ce qui a été fait pour M{^) on peut décomposer A^(7) en 
composantes isotypiques sous l'action de U. Soient wi = id, . . . , li;,. des représentants des classes à 
gauche de Wa modulo W^(/ï) ; posons 

On a alors 

r 

et le groupe U opère sur Fj{^) par le caractère ^^fl. Observons aussi que les ^^ft, j = l,...,r, 
forment une famille libre dans le dual (CU)* (de même que les "'^/z G (CT)* de la Remarque 3.1). 
Puisque les éléments de S{Vc) et U commutent on obtient comme pour -£^1(7) (voir Lemme 3.4) : 

Lemme 4.4. La restriction de t]j à M.D{fl) munit -^1(7) d'une structure de Md{ï2) -module. 

Comme Md C Mb, le H^-module M('y) est muni par restriction d'une structure de H/j-module. 
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Proposition 4.5. (1) Le MD-module M{'y) s'identifie à N{^) par tyj ® ^ tyj ® . 

(2) Soit w € Wa ; les -modules N{j) et ^N{j) sont isomorphes. 

(3) // existe un isomorphisme 

tel que "(t>{tg ® v<t^) = tga v^. 

(4) Le module N{^) s'identifie à Mjj (8>Hs(/i) -^1(7)- -^e^ applications Y — ^ Mo 'S'moiP-) Y ^ ^ 
X n Fi{j) sont des bijections réciproques de >Cjj^(^)(Fi(7)) sur C^^{N{'y)). 

(5) Le M.D-module N{^) est simple si et seulement si le M.]:)(ïli)-module Fii^j) l'est. 

Démonstration. (1) De M{'y) = ©^g^y^ tw ® on tire que 1 viy engendre M{'y) comme Mjj- 
module. D'autre part T opérant sur 1 ® îj-^, via le caractère /v,, le groupe U agit sur cet élément via 
fi. Donc l'S'V^ est de poids 7 dans le H^j-module M (■y). La propriété universelle de l'induction et le 
fait que dimM(7) = dimiV(7) assurent alors de l'existence d'un isomorphisme de A^(7) sur M('y) 
tel que <Si 1-^ ty^ <Si pour tout w G Wa. 

(2) Il suffit d'appliquer la Proposition 2.3 en utilisant l'isomorphisme décrit en (1). 

(3) résulte de (1) et du Corollaire 3.3. 

(4) La preuve est la même que celle de la Proposition 3.10 en remplaçant BI^ par Mjj, T par U, 

par WAifi) et en utilisant l'indépendance linéaire des '^^p,, j = 1, . . . ,r. 

(5) découle de (3) et (4). □ 

Remarquons que -^1(7) = ®weWA{fi)^'^ (8> ■«7 est un ]Hl£)(/i)-module contenant le sous-espace 
©■u)eVFA(ju) *^ <8) v^. Ce dernier est un El£)(;u)-module qui s'identifie (cf. Proposition 4.5(1)) au 
sous-espace £^1(7). Comme ^p{M£|{f^)) = ^(EIb(;u)) C Endc-E'i(7) (car ces algèbres sont toutes deux 
engendrées par tp{V) et iP{Wa{iJ'))) on peut indifféremment considérer -^1(7) comme un M.£){f^) ou 
]HIs(/^)-module. 

4.4. Critère d'irréductibilité de ^1(7). Le (5) de la Proposition 4.5 ramène la question de 
l'irréductibilité du module A^(7) à celle du El£)(/ij)-module i^i(°7) avec '^■^ = °7 (8) Mi- On suppose 
donc dans ce paragraphe que 7 = 7 (g) ;U et 7 = 7 (8) /ï avec n = /Xj. Rappelons (Lemme 4.2) qu'on a 
alors 

OÙ Ilgr{fi) est l'algèbre de Hecke graduée Mgr{2k, Si), et que le EIs(|Lt)-module -£1(7) s'identifie au 
lHI(,r(/x)-module de la série principale M(7) (cf. Lemme 3.7). 

4.4.1. Le cas WAifi) = Wa(/î)- On a ici Moifi) = ^oifi) et donc -^1(7) = £^1(7) comme Mgr{n)- 
module. Par conséquent : 

(4.1) £1(7) simple <S=^ £1(7) simple <S=^ M (7) simple <^=^ Vi{j)=$. 

4.4.2. Le cas W^(/i) 7^ VFa(â*). Par le Lemme 4.2 on sait que : n = 2m, /x = /U^, WA{fi) = 
Wa{p} XI {wq) où wq est le plus grand élément de Wa- Le système de racines Rm est de type 
A„i-i X Ain^i et a pour groupe de Weyl Wm = W{Rm) — Wa{i^) — ©m x ©m- On note wq le plus 
grand élément de Wm ; on a donc 

pour j = 1, . . . ,m. Définissons une involution r € GLiV) par 

r{ej) = Cm+j, pour tout j G {1, . . . , m}. 

18 



Comme T{ap^q) = ap+m,q+m pom- l < p < q < m, l'application r permute les éléments de et 
induit un automorphisme (extérieur), w i— > t{w) = twt, de qui vérifie 

< T{ay,T{$,) >=< a^,C>, T{Sa) = TSaT = S^(q), 

pour tous a G Rm, ^ Remarquons aussi que l'automorphisme lûq : w wqwwq de s'écrit 

= Int(cc7o) o r = r o Int(îUo). 

Assertion 4.6. (1) L'automorphisme uiq induit un automorphisme involutif de Mgr(2k, S^) = 
M.gr{fi) encore noté ouq et donné par 

i^oiO = woiO + 2A; ^ < a^,wo{^) > tg^, oJo{tyj) = t^o(^), 
aeRm 

pour tous ^ gV et w G Wm- 

(2) Le module '^°M{'y) est isomorphe à MC^j), où "^7 G Vc* est défini par "^7(0 = 7(t(^)). 

Démonstration. (1) Commençons par étendre r G GhÇV) en un automorphisme involutif de ]HIg,.(/i) 
en posant r(i^) = t-r^w) pour w G Wm- H suffit pour cela de vérifier les relations de définition de 
MgrC^k, S„i) sont respectées, ce qui résulte d'un calcul facile. Observons ensuite que Int(tz7o) : a 
^roo^t^roo 6st un automorphisme involutif de ]H[g,,.(/i) qui est donné par 

Int(roo)(C) = ^oiO + 2/c ^ < a^,wo{^) > tg^, lnt{wo) (tyj) = t^owvjo^ 

aeB+ 

pour tous ^ gV et w G Wm (voir le Lemme 1.4). Il reste alors à remarquer que 

Int(ci7o) o r = r o Int(cc7o) G Aut(]HIg^(/x)) 
est l'automorphisme luq cherché. 

(2) La définition de ^"M{^) et l'égalité ujq = t o Int(cî7o) montrent que ce module est isomorphe 
à ^°('^M(7)). Si l'on prouve que '^M{'y) ~ MiJ'j) la Proposition 2.4 donnera alors l'isomorphisme 
voulu. Observons que 1 (8) w-y G ^M(7) vérifie Ç . 1 v-y = '^7(Ç).l % pour Ç G Vc et est donc de 
poids "^7. Il en découle l'existence d'un morphisme surjectif M (J'y) '^M^j), qui est un isomorphisme 
puisque ces deux modules sont de même dimension. □ 

Définissons deux sous-algèbres de Endci^i(7) par 

H(A) = moifi)) D H(/x) = moiti)). 

L'isomorphisme M.gr{iJ:) ^]Hl£)(//) induit un morphisme surjectif d'algèbres ïp : M.gr{iJ:) H(//) tel 
que ^ ■0(0 6t tw I— > i^itw) pour ^ G V,u; G Wa(/x). Dans l'automorphisme Int(i(;o) est défini 
par Int(u;o)(t^) = tyj^wwo et, pour C £ ^, 

Int(u;o)(0 = 'i^o(6 + 1] <a^,'u;o(6 >is„^a- 

Remarquons que ip{ka)\Fi{^) ~ ^ lorsque a ^ i?^, car fL{tptm+q) = —1 pour 1 < p, g < m, et 
■0(^0)1^1(7) ~ 2A;.id^^(;y) si a G Rm- Par conséquent Int(i(;o) donne un automorphisme de H(/x), 
Int(i(;o) : a 1— >■ '4>{two)aip{twQ) vérifiant 

Int(w;o)(V(0)=V'(«^o(0) + 2A; < a"" ,wo{0 > i^{tsj. 

aeRm 
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Il découle alors de l'Assertion 4.6(1) que ip : M.gr{fi) H(/x) est tel que 

ïp{(jJo{a)) = Int{wo){^p{a)) pour tout a G M.gr{iJ,). 

Comme ^1(7) est un H(/Z)-module, nous pouvons le considérer comme un Mgr{fi)-module grâce à 
V' : M.gr{fi) H(^) C H(/î). Nous allons maintenant étudier ce lHgr{iJ,)-module. Via l'identification 
de Ei{^) avec 0^6iy^(^) Ctu, (giVj ona 

Soit a G Mgr{iJ,) et a; G £^1(7) ; il vient ip{a).(twQ.x) = twQ.{lnt(wo){ïp{a))) . Ceci montre que two-Ei{-y) 
est un H(/x)-module isomorphe au module tordu ^^^^'^°^Ei{'j) . Compte tenu de ce qui précède, ce 
dernier module, regardé comme ]HIg^(/x)-module, est isomorphe à ^°M{'y). Par l'Assertion 4.6(2) on 
a ainsi prouvé : 

Assertion 4.7. Le Mgr {fj,) -module ^1(7) est isomorphe à M(7)0M('^7). 

Lorsque M{-f) est simple la nature du lHl£)(/2)-module -^1(7) résulte de l'assertion qui suit. 

Assertion 4.8. Supposons le M.gr{2k, Sm)-'module M{j) irréductible. Alors, le Moifi) -module -^1(7) 
n'est pas simple si et seulement si M(7) ~ M (J'y). 

Démonstration. Observons tout d'abord que l'hypothèse et l'Assertion 4.7 assurent que -£1(7) est 
un Mgr{iJ,)-module semi-simple de longueur 2, isomorphe à M(7) ©M('^7). 

Soit V un sous-El£)(/ï)-moduIe de ^1(7) non nul et différent de ^1(7). En tant que ]HIg^(/x)-module 
on a par conséquent Ig F = 1 et l'on est dans l'un des deux cas suivants : 

- Fi(7) = y 0^^0.^1(7) et donc V ~ M (y) ; 

- Fi(7) = V^Eiij) et donc V ~ M(^7). 

Plaçons nous dans le premier cas (le deuxième est similaire). Puisque two-Fi{y) = Fi{y) et tw^.V = V 
on obtient ^1(7) = V ^twQ.Ei{'y) et donc V ~ ty,g.Ei{-y) ~ MC^j) comme Mgr{n)-module. D'où 
M (7) ~ M (^7). 

Réciproquement supposons M {y) 2± MiJ'y). On a donc -^1(7) — ^^^^'^°^Ei(y) , simple comme 
H(/x)-module. Fixons un isomorphisme / : -^1(7) -^^^^^'^°^Ei{'y) . On peut itérer / dans le C-espace 
vectoriel -£1(7) ; il vient, pour a G H(/x) et x G £'1(7) : 

f{a . x) = f(Int{wo){a).x) = Int(u;o)(a) ■ f{x) = Int{wo f{a).f{x) = a.f{x). 

Donc / : (7) ^ Ei{y) est H(;u)-Iiné aire et il en découle que est un automorphisme de 

£^1(7). Par le lemme de Schur = A.id pour un A G C*. Soit 2; G C* tel que = X \ quitte à 
remplacer / par on peut ainsi supposer que = id. Définissons maintenant 

V = {x + ty„.f{x):xeEi{y)}. 

Soit X G -£1(7). Pour a G H(/Lt) il vient a.{x + two-f{x)) = a.x + twQlnt{wo){a).f{x) = a.x + 
tyjJia.x) G V. De plus t^,„.(.x + t^,„./(x)) = t^^-x + f{x) = t^^,.f{x) + f{x) G V. Donc V est 
un sous-E[£)(/ï)-module de £1(7). Comme l'application x + two-f{x) t-^ x de V sur £1(7) est un 
isomorphisme de H(/Lt)-modules, V est un sous-module propre de £1(7). □ 
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4.5. Critère d'irréductibilité de N{'y). On retourne au cas général : 7 = 7(8) /x G .4, 7 = 7(8) /x G 
^. On a fixé (T € comme au § 3.1 tel que "7 = '^7 «X) "/^ avec V = /i,- pour un i G {1, . . . ,n}. 
Rappelons que iîj est le sytème de racines de type Ai_i x associé, de groupe de W'eyl 

Wi = W{Ri) ~ ©i X e„_i. On sait alors que la condition :Pi(°7) = {a € Rf : 7(<j(a)) = ±2k} = 
est nécessaire et suffisante pour que M{^) soit irréductible, ou encore que le EI(,r(2A;, <S'î)-module 
M('^7) soit irréductible, cf. Théorème 3.11. Lorsque n = 2m on a noté r G GL(Vc) l'involution telle 
que T{€j) = Em+j, T'{em+j) = ej pour tout j G {1, . . . 

Le théorème suivant donne un critère d'irréductibilité pour N(^). 

Théorème 4.9. Avec les notations précédentes : 



Démonstration. Comme nous l'avons vu au § 4.4, l'irréductibilité de N('y) est équivalente à celle du 
Hi:,(/Xi)-module Fii^'f). 

(a) résulte trivialement de (4.1). 

(b) Supposons N{^) simple. Le fait que M{'y) = N{^) comme Hij-module force la simplicité 
de M(7) comme H^-module, i.e. M('^7) est un Mgr{2k, Sm)-module simple. Par l'Assertion 4.8 on 
obtient que M('^7) n'est pas isomorphe à M{^'y) ; la Remarque 2.5 assure alors que "^7 ^ Wm"l- 

La réciproque est similaire : si M(°7) est simple et "^7 ^ Wm-'^l, la Remarque 2.5 et l'Assertion 4.8 
montrent que Fi{"^) est irréductible. □ 
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